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Ìугалим оêутуу ыêмаларын жана усулдарын êолдонуу мåнåн ¼з³н³н тил ³йр¼т³³³ 
ж¼нд¼м³н да ¼н³êт³р³³г¼ тийиø. Тажрыйбалуу, чыгармачыл мугалим ê¼зд¼г¼н маêсаты-
на жåт³³ ³ч³н убаêытты сарамжалдуу пайдаланып, эмнåлåрди ³йр¼т³³ зарыл эêåндигинå, 
êыргыз тилин б¼т¼н тил êатары ¼зд¼øт³р³³г¼ êайсы ыêмалар мåнåн усулдарды êантип 
êолдонуу êåрåêтигинå ê¼¾³л бурат. Ал оêутуунун сапатын жогорулатууда оêуучулардын 
¼зг¼ч³л³êт¼р³н, тил ³йр¼т³³н³н басêычтарын, дå¾гээлдåрин эсêå алып, сабаêты туура 
уюøтуруп, оêутуунун жа¾ы тåхнологияларын êолдонот. Оêучуунун êåптиê билгичтåрин 
туура аныêтап, êалыс баалоого араêåт êылат. 
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Задачи на рост ВВП, ценообразование 
и другие приложения разностных  
уравнениé в экономике

Åùå Ãомåр говорил, что «глупåц познаåт толüêо то, что свåрøилосü» (1). Åму вторил 
дрåвнåримсêий писатåлü Тåрåнций (оê. 195 – оê. 159 гг. до н.э.): «Быть мудрым – значит 
видåтü нå толüêо то, что под ногами, но и предвидеть будущее» (1).

Для того чтобы понятü, что происходило и происходит, а таêжå прåдвидåтü будуùåå 
в эêономиêå, нужно исполüзоватü модåли, важнåйøими из êоторых являются динами-
чåсêиå модåли. 

Â данной работå будут прåдставлåны дисêрåтныå модåли, описываåмыå линåйными 
разностными уравнåниями 1-го порядêа. По наøåму мнåнию, дисêрåтныå модåли, по 
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сравнåнию с нåпрåрывными модåлями, являются болåå наглядными и, соотвåтствåнно, 
болåå доступными для исполüзования и изучåния. 

Относитåлüная простота имååт болüøоå значåниå в учåбном процåссå. ×åм болü-
øå студåнтов овладååт элåмåнтами матåматичåсêого модåлирования эêономиêи, тåм 
мåнüøå вåроятностü того, что учåныå будут выступатü в роли Кассандры, êоторую 
ниêто нå слуøал. 

К сожалåнию, приходится êонстатироватü, что значитåлüная частü студåнтов 
нåйтралüно или нåгативно относится ê матåматиêå, считая åå слиøêом сложной и абс-
траêтной науêой. Каê можно измåнитü ситуацию? По-видимому, нåобходимо измåнитü 
содåржатåлüную частü êурсов и мåтодиêу их прåподавания. Íадååмся, что матåриал, 
прåдлагаåмый в данной статüå, поможåт в рåøåнии этой задачи. 

1. Ëинåйным разностным уравнåниåм 1-го порядêа называåтся уравнåниå

хn – axn–1 = bn , (1)

гдå хn – значåниå исслåдуåмой вåличины в n-ный пåриод;  а  и  bn  являются êоэф-
фициåнтами уравнåния.

Ðåøåниåм уравнåния (1) называåтся формула, êоторая позволяåт напрямую связатü 
значåния  хn  и  х0 .

Для того чтобы получитü рåøåниå, раздåлим уравнåниå (1) на аn:

а –n хn  – a –(n–1) xn–1 = bn a –n .

и обозначив а –к хк  чåрåз  zк  получим, что уравнåниå (1) можно записатü в видå
zn  – zn–1 = bn a –n.            (2)

Таê êаê 

  zn  – z0 = ( zn – zn–1 ) + (zn–1 – zn–2 ) +…+ (z2  – z1) + (z1  – z0 ),

в силу уравнåния (2), получаåм

zn  – z0 = bn a –n + bn–1 a –n+1  + …+ b1 a –1  . (3)

Âåрнувøисü  ê исходным обозначåниям и умножив равåнство (3) на аn, получим 
исêомую формулу:

 хn   =  х0 a n + bn + bn–1 a + …+ b1 a n –1 = х0 a n +  .          (4)

Повторив выêладêи, нåтрудно увидåтü, что формула (4) примåт вид       

   ,      (5)

åсли êоэффициåнт bk  åстü сумма нåсêолüêих слагаåмых: .   
Âыражåниå  х0 a n  называåтся обùим рåøåниåм однородного уравнåния   

хn – axn–1 = 0, а осталüныå слагаåмыå åстü частныå рåøåния уравнåний с соотвåтствую-
ùими правыми частями. 

Â частности, åсли: 
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a)  bk = b, то  = =  ;  (5a)

b)  bk = hс k –1,  то 

 = = ;   (5b)

c)  bk = ga k –1,  то   = = gnan–1. (5c)

d) bk = f(k – 1), то   

=  .  (5d)

Ñтоит отмåтитü, что при получåнии формул (5а)–(5b) исполüзуåтся формула для 
нахождåния суммы члåнов гåомåтричåсêой прогрåссии. 

Для того чтобы вывåсти формулу (5d), восполüзуåмся формулой для нахождåния 
суммы члåнов êвазигåомåтричåсêой прогрåссии 

 1 + 2x + 3x2 + … + (k –1) xk –2 + k xk – 1 =  , (6)

доêазатåлüство êоторой привåдåно далåå.
Таê êаê в случаå (5d) bk = f(k – 1), то   

 = = (в силу (6)) =
  =  

=  =  

= (и отсюда получаåтся трåбуåмоå)  = .

Доêазатåлüство формулы (6) можно получитü из формулы для нахождåния суммы 
члåнов гåомåтричåсêой прогрåссии

  1 + x + x2 + … +  xn – 2 +  xn – 1 +  xn   =  .       (7) 
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Продиффåрåнцируåм равåнство (7).
Производная лåвой части равåнства (7) åстü лåвая частü (6). 
Â то жå врåмя и производная от правой части (7) равна правой части (6): 

=  
.

×то и трåбовалосü доêазатü.

2. Популярная эêономичåсêая модåлü прåдполагаåт, что валовой внутрåнний про-
дуêт (ÂÂП) страны (Y) в êаждом пåриодå åстü сумма инвåстиций (I), потрåблåния (C), 
госрасходов (G) и чистого эêспорта (NX) : 

   Yn = In + Cn + Gn + NXn,                (8)

а потрåблåниå åстü фунêция от ÂÂП проøлого пåриода:   Cn = mYn–1 + а.
Коэффициåнт m называåтся прåдåлüной сêлонностüю ê потрåблåнию,  а – вåличи-

ной автономного потрåблåния.  
Ñпрогнозируåм вåличину ÂÂП Íаталåнда чåрåз 5 лåт, прåдполагая, что в началüный 

момåнт врåмåни ÂÂП Íаталåнда равåн 1200, прåдåлüная сêлонностü ê потрåблåнию 0,8, 
вåличина автономного потрåблåния 250. 

В 1-é год величина инвестициé равна 50, госрасходов –20, чистого экспорта – 10 
денежным единицам. Ожидается, что ежегодно госрасходы будут возрастать на 5%, 
а чистыé экспорт убывать на 2 единицы.    

Подставив данныå задачи в уравнåниå (8)

  Yn = 50 + 0,8Yn–1 + 250 + 20(1,05)n–1 + 10 – 2(n–1)

и привåдя подобныå члåны, получим разностноå уравнåниå

  Yn = 0,8Yn–1 + 310 + 20(1,05)n–1 – 2(n–1)  (9)

с началüным условиåм Y0 = 1200.
Ñогласно формулå (5), рåøåниå уравнåния (9) имååт вид:  

Yn = 1200(0,8)n +  +  – .

Пåрвоå слагаåмоå в правой части опрåдåляåтся началüным условиåм, 2-оå – форму-
лой (5а), 3-üå – формулой (5b), 4-оå - формулой (5d). 
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Провåдя соотвåтствуюùиå алгåбраичåсêиå прåобразования, получим, что измåнåниå 
ÂÂП Íаталåнда описываåтся фунêциåй

  Yn = – 480 (0,8)n + 80 (1,05)n + 1600 – 10n.  (10)

Â частности, при n = 5 ÂÂП Íаталåнда равåн 

  Y5 = – 480 (0,8)5 + 80 (1,05)5 + 1600 – 50 = 1495.

3. Ñлåдуюùая модåлü описываåт процåсс цåнообразования при дуополии, то åстü на 
рынêå с двумя фирмами. При этом прåдполагаåтся, что åстü лидируюùая фирма – фирма, 
самостоятåлüно устанавливаюùая цåны, и вåдомая фирма – фирма, устанавливаюùая 
цåну на свой товар ориåнтируясü на цåны фирмы лидåра.

Назгуль и Бегимаé продают похожиé товар и в каждом периоде устанавливают 
цены на своé товар, опираясь на цены проøлого периода  следующим образом: Назгуль 
берет 80% своеé цены и добавляет $20 в 1-м периоде, а в каждом последующем периоде 
на $2 больøе.  

Бегимаé берет 30% цены Назгуль, 75% своеé цены и отнимает от суммы $10 в 1-м 
периоде, а в каждом последующем периоде отнимает на 25% меньøе.  

Зная, что в начальныé момент времени цена у Назгуль $120, у Бегимаé $130, про-
следим динамику изменения цен. 

Пустü xn – это цåна товара Íазгулü, а  уn – цåна товара Áåгимай в пåриодå с номåром n. 
Тогда имååт мåсто систåма уравнåний с соотвåтствуюùими началüными условиями:

 

  (11)

Èз 1-го уравнåния систåмы (11), восполüзовавøисü формулой (5) (с подслучаями 
(5а) и (5d)), получим фунêцию, описываюùую измåнåниå цåны товара Íазгулü:

       
Подставив значåниå xn во 2-оå уравнåниå систåмы (11), получим уравнåниå 

  yn = 0,75yn–1 + 21(0,8)n–1 + 15 + 3(n – 1) – 10(0,75)n–1.

Это уравнåниå таêжå являåтся линåйным разностным уравнåниåм 1-го порядêа. 
Поэтому åго рåøåниå, описываюùåå измåнåниå цåны товара Áåгимай, получаåм из 
формулы (5) и åго подслучаåв:

 

 = –302(0,75)n + 420(0,8)n +12 + 12n – 10n(0,75)n–1.
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4. Ñ модåлями, описанными в пунêтах 2 и 3, можно соглаøатüся, а можно и нå со-
глаøатüся, ставя под сомнåниå гипотåзы, лåжаùиå в их основå. Подобных проблåм нå 
возниêаåт при рассмотрåнии слåдуюùåй ситуации.

Жаркынаé имела на счете $1000 в начале 2001 года.  В конце 2001 года она положи-
ла на счет $100, в конце 2002 года сняла $200 и так далее, вкладывая в конце каждого 
нечетного года $100 и в конце каждого четного года снимая $200. Сколько денег будет 
на ее счете в начале 2015 года?   Ставка интереса 10%.

Для того чтобы рåøитü эту задачу, можно прåдставитü сåбå 2 счåта: А и В.
Íа счåтå А имååтся $1000, и в êонцå êаждого послåдуюùåго пåриода длиной 2 года 

с нåго 7 раз снимают $200.
Íа счåтå В с начала дåнåг нåт, в êонцå 2001 года на нåго вêладывают $100 и в êонцå 

êаждого послåдуюùåго пåриода длиной 2 года на нåго åùå 6 раз вêладывают $100. При 
этом ê момåнту подсчåта дåнåг со врåмåни послåднåго вêлада на счåт В проходит 1 
год.

Тогда, åсли xn – это êоличåство дåнåг на счåтå А в êонцå пåриода с номåром n, а  уn – êо-
личåство дåнåг на счåтå А в êонцå пåриода с номåром n, то имåют мåсто уравнåния

             xn = (1 + 0,10)2xn–1  – 200  и    yn = (1 + 0,10)2yn–1 + 100

с началüными условиями   x0 = 1000   и   y0 = 0.   
Èз (5а) слåдуåт, что рåøåниå 1-го уравнåния åстü фунêция

,

а 2-го

.

Ñлåдоватåлüно, в началå 2015 года  на счåтå у Жарêынай будåт

x7  +  уn (1 + 0,10) = 1133 + 1465 = $2598.

Другоå, болåå изяùноå рåøåниå этой задачи прåдложåно моåй студåнтêой Áайдо-
лотовой Жарêынай. Она увидåла, что условия задачи на матåматичåсêом языêå можно 
записатü чåрåз разностноå уравнåниå

zn = (1 + 0,10)zn–1  – 50 + 150(–1)n–1  

и началüноå условиå   z0 = 1000.      
По (5b), рåøåниå уравнåния запиøåтся в видå

.

Поэтому, в началå 2015 года  на счåтå будåт z14 = $2598.
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Прåдложåнный мåтод рåøåния можно обобùитü.:
В нулевом периоде на счете zo  денег. В конце 1-го года на счет кладут $А, в конце 

2 года $В и так далее, вкладывая $А в конце каждого нечетного года и $В в конце каж-
дого четного года. Сколько денег будет на  счете после вклада с номером N?   Ставка 
интереса  r.

Ðåøåниå получаåтся, åсли условия задачи записатü чåрåз разностноå уравнåниå

    zn = (1 + r)zn–1  + (A + B)/2 + (–1)n–1(A – B)/2 .  
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From My Experience of Teaching Mathematics

During few last years, the AUCA has developed a greater diversity in the students’ 
enrollment and a new curricula, which introduced additional mathematical courses. Students 
from more than twenty countries with different backgrounds and levels in mathematics are 
enrolling in mathematics in greater numbers that in the past.  This paper is raising the issue 
of how to make mathematics more exciting and enjoyable and what are the challenges in 
teaching mathematics; how to encourage students for effective participation in math classes 
in spite of their prior experience. This paper will highlight in brief the various aspects of 
communications and pedagogy; the way of teaching mathematics based on my experience 
with several tasks which I offer to the students in my class. It is clear to those of us who meet 
such a kind of material that is done with an intention to help our students to see both that 
the mathematics is a useful tool and a fine mental discipline, as well as that a hard work 
can be prepared in a fun and interesting way. With the purpose to increase mathematical 
knowledge of students, many standard textbooks have been published in different languages. 
There are many diverse educational systems, methodological and technical approaches to 
present information. The AUCA faculty members have the access to the Internet in order to 
prepare lectures and make them more attractive and diverse. The question is how a faculty 
should present mathematical manipulation and theoretical material without losing students 
or creating an aversion to the subject. 
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