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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

АКТУАЛЬНОСТЬ ТЕШ. Асимптотика спектра операторов, за
данных отношением двух дифференциальных квадратичных форм, 
рассматриваемых на некотором пространстве Соболева (т.е. 
спектра уравнений вида В и = Я А ^ ) t хорошо известна. Сущес
твенно менее полно исследован случай, когда такое отношение 
рассматривается на подпространстве, выделяемом "дифференциа
льной связью". В частности, до сих пор не было работ, посвя
щенных случаю, когда эта связь или же квадратичные формы, 
входящие в отношение, содержат вырождение. Этой актуальной 
тематике посвящена предлагаемая диссертация» 

ЦЕЛЬ РАБОТЫ. Целью работы является получение формул 
асимптотики спектра для вариационных задач, рассматриваемых 
на подпространстве, выделяемом дифференциальным уравнением 
связи, при условии, что квадратичные формы и (или) уравнение 
связи содержат степенное вырождение на границе области. 

?4ЕТ0ДЖА ИССЛЕДОВАНИЯ. Доказательства основаны на сведе
нии дифференциальных квадратичных форм в области к формам 
некоторых поевдодяфференциальных операторов на границе, ̂ га 
методика для решения спектральных задач без вырождения была 
разработана М.Ш.Бирманом и М.З.Солдаяком. В применении к 
вырождающимся задачам она потребовала определенных изменений. 
Основную трудность представило отсутствие, в нужной обп(ности, 
результатов об ограниченности операторов типа Пуассона в ве
совых пространствах Соболева. 

НАУЧНАЯ НОВИЗНА. Установленные в диссертации результаты 
являются новыми. 

ТШРЕТЛЧЕЕЩ1 'Л ПРАКТИЧЕСКАЯ ЦЕННОСТЬ. Рабе*а НОСИ* 
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теоретический характер. Результаты, полученные в диссертации, 
могут быть использованы для дальнейшего изучения асимптотики 
спектра вариационных задач со связями, а также при изучении 
вложений весовых пространств Соболева. 

АПРОБАЦИЯ РАБОТЫ. Результаты диссертации докладывались 
иа семинаре по спектральной теории дифференциальных и псевдо-
цифференциальных операторов в Ленинградском университете, а 
также на конференциях в фрунзенском политехническом институте 
(Фрунзе, 1983) и в Киргизском университете (Фрунзе, 1962). 

ПУБЛИКАЦИИ. По теме диссертации автором опубликовано 
три работы. 

ОБЪЕМ РАБОТЫ. Диссертация состоит из введения и девяти 
параграфов и занимает, включая библиографию,, 72 страницы 
машинописного текста. Библиография содержит 44 наименова
ний работ. 

СТРУКТУРА РАБОТЫ. Основное содержание диссертации изложе
но в параграфах 1 - 9 . Ям предпосланы введение, а также § О, 
в котором собраны основные обозначения и некоторые предвари* 
дальше сведения, используемые на протяжении всей работы. 

3 работе изучены две тесно связанные задачи. Различие 
между ними определяется видом "дифференциальной связи". В пер
вой задаче (ей посвящены § 1 - 6 " ) связь задается равномерно 
эллиптическим дифференциальным оператором произвольного поряд
ка, во второй задаче ( § 7 - 9 ) связь задается эллиптическим 
оператором второго порядка дивергентного вида, выроздающимся 
на границе области. 
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КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАьОТЫ 

В диссертации исследуется асимптотика спектра вариацион
ных задач вида 

В М / А М , n € H 0 t CD 
где Ц 0 - подпространство "основного" гильбертова пространст
ва Н , ввделяемое условием типа Нл = КВ1 и , a L 
некоторый (вообце говоря, неограниченный) оператор в Н , 
COdim Н о ж + <й' Точнее, речь идет об асимптотике спектра опе
ратора Т в Н 0 , такого, что 

БС'Ц,гз= АГТ«,1гЗ, V кгеН0. 
Здесь предполагается» что <)х>рма Д положительна на H Q , 
|̂  - вещественна! сада Форш могут бить заданы на воем прост
ранстве ц 

Более конкретно: форма Д имеет ввд -

00 А = А д + 
еде 

ко Ы-1? i'u Г. 

Аэа 

. А. 
А^пад = i v i ci' (*)2)\ 3S d fax (4} 

Числа р и i n - целые, £ F > - ' f , _ Q . - ограниченная 
о б л а с т ь в ^ « Ш ^ С 0 0 , j e l l , * б Э . О , 

коордкйим в окрестности 
» Р - регуля-

ркзованное расстояние"до 3 d ", интегрирование в (4) ведет
ся по площади поверхности 'у Li. . &эрма D имеет сходный 



вид с тем отличием5 что числа р » О. , 6 заменяются 
соответственно на <L , 0, , (Г . Коэффициенты в интегра
лах, выражающих OjQ „ B a n » обозначил $^ ^ „ 

Далее для упрощения формулировок предполагается, что 

Смысл условия (5) состоит в том, что слагаемые А ^ , BJQ_ 
должны давать вклад в главный член асимптотики. Если (5) не 
выполнено, то эти слагаемые дажно отбросить, и мы приходим к 
задаче без вырождений, изученной М.Ш.Бирманом и М<,З.Солоыякои. 

В качестве п рассматривается естественным образом свя
занное с формой А весовое пространство Соболева - Н (.0.) 
Подпространство f-j"' (д!, |_,) выделяется "уравнением свя
зи" 

L Ь - 0 , (6) 
где в § I - б L - эллиптический дифференциальный оператор 
в л, 1 , а в § ? - 9 L - выровдащийся оператор дивергент
ного вкда 

обозначается класс функций 
^"^ « ^ ( X l ) , для которых конечна норма || Т Ц » *. , где 

—* Z-
7 р - градиент порядка р . 
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Зйесь 0 < d < -f , € • = t- , iQ - гладкие в X I вещест
венные функции, 

21. ур?Л^ !К> yW^* r +-
Первая задача{с невырожденным уравнением связи) решается 

по схеме,, разработанной М,Ш„Вирманом и М.З.Соломяком для за
дач без вырождения* Основную трудность при этом представляет 
изучение некоторых свойств "граничного оператора" 
V H ^ d l . D - H ^ ^ A ) для случая р«Г . 

Более сложной является вторая задача-с вырождающимся 
уравнением связи . Это обусловлено недостаточностью имеющихся 
в литературе результатов о регулярности первой краевой задачи 
для операторов вида (7) . Задачам с вырождением эллиптичности 
посвящено много работ (например, С.Г.Михяина, Л.Д.Кудрявцева, 
С.М.Никольского г М.Й.Вишика и др.>, однако полученные в них 
результаты для случая 0 < d. < \ оказались для нас недоста
точными. Операторы с нецелым порядком вырождения подробно ис
следовались А.Й.Каролем, который ввел для этого специальные 
весовые классы. На основе развитой им техники в диссертации 
исследован вопрос о повышении гладкости решений. Отметим, что 
сам этот вопрос для операторов о нецелым порядком вырождения 
существенно сложнее, чем для операторов без вырождения,, а 
также с вырождением целого порядка. Дело здесь в том, что уже 
решения однородного уравнения имеют на границе особенности, и 
любые теоремы о повышении гладкости обязаны учитывать их харак
тер. 

Оба типа задач различаются не только степенью трудности, 
но и характером результатов? пэрядок вырождения квадратичных 
Лорм /} Q и D Q непосредственно отражается на порядке 
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асимптотики спектра задачs в то время как вырождение операто
ра связи ча асимптотику не влияет, но ограничивает шкалу про
странств, на которых может быть поставлена задача» 

В § I производится изучение свойств оператора L и 
связанного с ним пространства Особое внимание 
в этом параграфе уделяется следующим вопросам. Пусть L 
правильно зллиптичезкий оператор порядка X ь . Известно, 
что для П.- и > Ь-^IX имеют место теорема о следах и 
теорема о продолжении для проотранотв или 
Н ( XL) С ОДНОЙ етороны и пространства 
Ц * " в " ^ А ( Э 1 Х ) « ЯВИ**. Л » случая n-9<t"W 

(исключая дискретное адожветда аяачеязй д- 0 ) подобдае 
соотношения у е д а ш я в т для проовраяств 
Ц ( ?Х1) * В диссертации аналогичные результата 
получены для проетрагств И ' ( X l , Ly. В § 3 и § 9 проведе
но сведение квадратичных форм вида А и В> на границу для 
задач с невыгозденной и шроадащейея связью еоотвественно. 
Доказано., что при налитая эллиптической связи формы, задава
емые интегралами по области» в рлавншс членах совпадают с фор
мами некоторых псевдодифференодаяьнкх: операторов (ВДО) на 

, В частности* #орме А « о отвечает ВДО порядка 
Х$~Х$-\ * Отметим, что при сведении внроадащихся форм на 
границу возникает необходимость использовать пространства Собо
лева с дробными показателями, в то время как в задаете йт дарож-
дения достаточно рассматривать пространства Соболева с цежт 
показателями. Технический аппарат, используешй в § 3 и § 9, 
разработан в § 2. 

В § 4, который носит вспомогательный характер, дало изло
жение некоторых фактов спектральной теории операторов. 
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Основные результаты диссертации: теорема об асимптотике 
спектра отношения форм и/А и теорема, указывающая ал
гебраическое условие положительности форда А , сформулиро
ваны и доказываются в § 5 - 7, В § 5 рассматривается "модель
ная ситуация" % формы А и В заданы интегралами по области, 
уравнение связи* определяемое правильно эллиптическим скаляр-
дам дифференциальнда операторов имеет тривиальное ядро, 
Обобщению задач, решаемых в § 5, поевящев § 6. Форш Л и 
D представляются линейной комбинацией интегралов по облас
ти и его границе, причем в форме А <так же для В ) либо 
$орма A_Q является старшей, либо фарш А ~ , A - ^ J X 
равноправны*. Уравнение связи задается эллиптическим операто
ром (системой), от требования правильной эллиптичночти можно 
отказаться. Изложение в § б носят обзорная характер. 

В § ? сфорйулированы результата о задаче с вырождающейся 
связью. Здесь же анонсируется основная для атого случая теоре
ма о гладкосм решений перовой краевой задачи для вырождающего
ся на 3X1. эллйптйчесшго оператора второго порядка, дока
зательству которой посвящен § 8» 

ОСНОШЫЕ РЕЗЩШК ДИССЕРТАЦИИ. 
В формулировках будут фигурировать*, конечномерное прост

ранство F ( ОС, ?|) - пространство убывающих при £ -¥ -ь оо 
решений уравнения на | К + ' 

порождаемого главным ,JCMMBJSIOM оператора {_» » определенная 
не. F ( Щ ? ) квадратичная форма* 

si лт p-s-
i 
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пде 

дР-«" I I . если р - Г = р 1 f / / i , 
Pi ] 0 . если р - $ > р 1 + ^ 

индуцированная формой Д j форма $ х « , получаемая ана-
яогичнш образом из р • .̂ орма А считается "старшей*, эта 
требование выражается условием 

вей(р-У)-(^)>0. (10) 

Первая задача. ( Уравнение связи порождается эллиптическим 
оператором порядка X 4/ } . п 

Первый результат касается пространства Н ' (£1,1) к 
не связан с формами Д ; В . Пусть {ti€ С°: Ы~0, ^s0\={0\. 

Теореиа I . Для любой функции U<& при 
пе 2 + и 8>-Ш тавих, что a-e-^-tft^-f,-^,-/ 
выполнено соотношение 

Теорема 2. Пусть для любого We H (-Q.,L) выполнено 
условие 

A M x t m i i ^ . (in 
Тогда при всех X & З Л , | * Т х ( (Щ.) \ \ 0\ 
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Обратно, если выполнено условие (12), то (II) имеет место на 
некотором подпространстве конечной коразмерности в 
Hp'rUl,L). 

Теорема 3„ Пусть выполнено условие (II). Тогда при 
Я — > ч - 0 имеет место асимптотическое равенство: 

Здесь П.ц. (Д ; ТС ,^f) - функция распределения положительных 
и отрицательных собственных чисел конечномерной задачи о 
спектре отношения 

Вторая задача. Уравнение связи задается оператором 
L ( Я» *-)) , описываемым формулой (7). 

Теорема 4. Оператор 

является оператором с индексом, если 

Из (10) и (12) вытекает ограничение 
1/1 < <| - ег < р _ 5" < ъц - *t, 

которое ниже считается выполненным. Теоремы 2, 3 в цело» 
пореносятся на рассматриваемый случай. В формулировках возни
кают упрощения ввиду того, что уравнение связи имеет второй 
порядок и поэтому cUfa \ F( "Х,1) = \. 
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В качестве координатной оси t выбирается направление 
конормали для оператора L . В этом случае уравнение (8) 
имеет вид 

Тогда пространство F(cc,~|) порождается функцией 

^(•Ь)= t K(-)-oi)^("t), ^yu - функция Ыавдональда. 
Теорема 5, (Аналог теоремы 2) 
Пусть для любого U £* выполнено условие 

A M х fluИр.р . (i4) 

Тогда при всех % в З Д , ^ б Т* ( ЗГ1)\ { 0^ 

а ( ' Х , | ) > 0 . С15> 

Обратно, если выполнено условие (15), то (14) имеет место на 
некотором подпространстве конечной коразмерности в п ' (XI, Ll 
Здесь (X(QC,1) , и ниже o(X,j=') - значения форм О-^ 
I™ _ вида (у) на функции Т (.i) 

Теорема 6, (Аналог теоремы 3) 
Пусть выполнено условие (14). Тогда при Х~* +0 имеет 

место асимптотическое равенство 

/v+awiFcfmrm/i3eJ J d^dxt 
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